
Journal of the Korean Chemical Society
2015, Vol. 59, No. 4
Printed in the Republic of Korea
http://dx.doi.org/10.5012/jkcs.2015.59.4.358

-358-

단신 (Notes)

비조화진동 파동함수를 이용한 Morse형 분자의 진동에너지 전이에 대한 연구

이창순

창원대학교 자연과학대학 화학과

(접수 2015. 5. 19; 게재확정 2015. 6. 4)

 Vibrational Energy Transfer of the Morse Type Molecule by Use of the Anharmonic

Wave Functions

Chang Soon Lee

Department of Chemistry, Changwon National University, Changwon 641-773, Korea.
*E-mail: cslee@changwon.ac.kr

(Received May 19, 2015; Accepted June 4, 2015)

주제어: 진동에너지 전이, 비조화진동자, 비조화파동함수 

Key words: Vibrational energy transfer, Anharmonic oscillator, Anharmonic wave function

서 론

분자 충돌에 의한 분자의 진동에너지 전이 문제는 미시

적 수준에서 반응속도론을 이해하기 위하여 양자역학의

초창기부터 이론적 연구의 대상이 되었던 분야이다.1,2 이

러한 이론적 연구들은 화학반응의 들뜸 및 여기 단계3,4와

궁극적인 반응확률의 예측 및 분자 간 상호작용 퍼텐샬의

본질을 규명하는 이론적 측면5-8뿐만이 아니라 반응물과

생성물 분자들의 각 에너지 자유도들의 최종 에너지 분

포를 밝히는 첨단 미시반응에 대한 실험결과9−11를 해석

하기 위한 양자역학적 이론들의 시험장이 되었던 분야이다.

분자 충돌에 의한 분자의 진동에너지 전이에 대한 이론

계산의 가장 이상적인 방법은 정확한 충돌궤적을 비롯한

모든 계산과정에서 양자역학적 계산방법을 사용하는 것

이다.12−14 하지만 이러한 양자역학적 방법에 의한 해가 너무

어렵기 때문에 발생하는 복잡한 전산처리 과정과 막대한

전산처리 비용 등을 고려할 때 모든 반응계에서 이런 전

적인 양자역학적 계산방법이 비교적 간단한 충돌모델에

의한 해석적 계산방법들보다 실험결과들을 해석하거나

에너지 전이 반응 메카니즘을 설명하는데 더 효율적이라

고 말하기는 어렵다. 따라서 지난 수십 년간 진동분자들

과 다양한 기체분자들의 충돌에 의한 분자의 진동에너지

전이 연구에서는 진동분자는 조회진동자로 가정하고 비

교적 간단한 충돌모델을 사용하여 에너지전이 확률과 전

이에너지를 계산하는 해석적 연구도 또한 지속적으로 관

심을 받아왔다.5,15−21 그러나 이러한 조화 진동 모델은 충

돌입자간의 상호작용을 간편하게 다룰 수 있게 해줄 뿐

만이 아니라 Schrödinger 방정식을 해석적으로 다룰 수 있

는 장점에도 불구하고, 낮은 준위의 진동에너지 전이에서

조차 큰 비조화성을 보이는 이핵 이원자분자나 비조화성

이 커지는 높은 진동준위의 동핵 이원자분자에서는 사용

하기 어려웠다. 

따라서 최근 Morse형 비조화 진동분자들에 대한 이러한

어려움들을 피하는 해석적 접근 방법이 다양한 방법들과

연구자들에 의해 시도되어왔다. 예를 들면 Strekalov22는

supercollision 에너지 전이를 포함하는 충돌 반응계에 대한

진동전이의 해석적 확률식들을 구하였다. Shin16,20,23,은

Boson 연산자를 사용한 일련의 논문에서 다양한 해석적인

해를 구하는 방법들을 제안하였다. Shin은 외부 퍼텐샬

장에 의해 섭동된 Morse형 분자를 조화진동자로 가정하여

섭동론에 의한 비조화성 파동함수를 구하고, Schrödinger

방정식의 일반적인 Hamiltonian 연산자를 사용하는 대신

Boson 연산자를 사용하여 조화진동분자의 진동-병진 에

너지 전이확률들을 구하였다. 한편 Levine23은 조화진동자에

사용되는 Boson 연산자로부터 유도된 비조화성 Boson 연

산자를 사용한 Morse형 진동분자의 진동전이 확률식을

유도하였다. 우리는 이전의 연구에서 이러한 Levine의 비

조화성 Boson 연산자를 사용하여 H2 +He 충돌계에 대한

진동-병진 에너지 전이확률을 계산한 바 있다.19

이번 연구에서는 C−B...A 형태의 반응 충돌과정을 갖는

Morse형 진동분자의 진동에너지 전이확률식을 Boson 연

산자와 A분자와의 섭동에 의한 C−B 분자의 조화진동 파
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동함수들의 조합으로 만들어진 비조화성 파동함수를 사

용하여 유도하였다. 또한 진동전이확률을 구하기 위하여

Morse형 진동분자에 대한 포텐샬 에너지는 조화진동 항과

비조화진동 항이 모두 포함된 진동변위의 2차 및 3차 항을

포함하는 퍼텐샬 에너지 식을 사용하였다. 계산에 사용된

충돌 모델은 1차원 선형 충돌모델을 사용하였고, 반응 시

간에 따른 반응 입자의 충돌궤적은 Newton의 운동방정식에

의한 고전역학적 해를 사용하였다. 반응 시간에 따른 진

동분자의 진동-병진 운동에너지 전이확률식을 구할 때는

양자역학적 방법을 사용하였다. 아울러 진동분자를 조화

진동자로 다룬 조화 진동에 대한 진동전이 확률식도 역시

구하여 Morse형 분자의 비조화진동 전이에 대한 확률들과

비교하였다. 또한 이러한 Morse형 진동자의 진동전이 확

률에 대한 충돌에너지의 의존성도 조사하였다.

Morse 형 진동자의 진동전이 확률식

Morse형 진동자와 충돌입자의 상호작용에 대한 섭동항

f '(t)를 포함하는 시간 t에 의존하는 충돌계의 Hamiltonian은

다음과 같다.

(1)

여기서 m과 ω는 각각 비조화진동자의 환산질량과 각진

동수이고, 와 는 진동자의 운동량과 좌표의 연산자이다.

식 (1)에 포함된 진동자의 좌표연산자 와 운동량연산자

에 진동양자수가 v인 조화진동자의 파동함수 φv에 대해

다음과 같은 성질을 가진 Boson 연산자( )24를 도입

하면,

(2a)

(2b)

Boson ladder 연산자를 포함하는 충돌계의 좌표, 

와 운동량 를 각각 얻을 수

있다. Boson 연산자들을 포함하는 새로운 좌표 와 운동

량 으로부터 다음과 같은 충돌계의 Hamlitonian를 얻을

수 있다. 

= (3)

여기서 H'은 충돌에 의한 섭동항, H'(t) =

이다. 충돌 반응계에 대한 시간의존 Schrödinger

방정식은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

(4)

여기서 는 충돌과정에서 일어난 섭동의 결과로

인한 비조화진동자의 최종상태를 나타내는 파동함수로서

조화진동자의 파동함수 의 선형조합으로 이루어져 있

다. 충돌 초기(t0= -∞)에  상태에 있던 진동자는

충돌시간이 흐름에 따라 섭동에 의한 초기 진동상태의 변

화가 일어난다. 즉, 초기에 상태에 있던 진동자의

파동함수는 충돌이 끝나는 t = +∞에서는  상태로

파동함수가 변하게 될 것이다. 조화진동자인 경우에는

(4)식 양변에 를 조화진동자의 파동함수 로 바

꾸어주면 (4)식은 조화진동자에 대한 시간의존 Schrödinger

방정식으로 사용할 수 있다. (4)식의 해를 구하기 위해 초

기 상태 를 최종 상태 로 변화시키는 time

evolution 연산자 를 도입하면 비조화진동자의 파

동함수를 다음 식과 같이 나타낼 수 있다.

(5)

여기서 이다. 식 (5)을 식 (4)에 대입하면 다음과

같은 식을 얻을 수 있다.

(6)

또한 식 (6)은 식 (4)의 섭동항에 대해 다음과 같은 식을

만족시킨다.

(7)

여기서 이다.25 이 식의 해는 다

음과 같다.

(8)

식 (3)에서 이므로, 식 (8)의 지

수항 안에 time evolution 연산은 

(9)

로 주어진다. 여기서 f(t) = 이다. t0→−∞ 및

t→+∞ 이면 식 (9)은 다음과 같이 정리된다.

  (10)

여기서 g(t)는 시간 t의 허수함수 이다. 따라서 식 (8)에

는 다음과 같은 time evolution 연산자로 표현될 수

H
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있다.

(11)

두 입자 사이의 충돌이 끝나는 t = +∞에서 v→f 진동에너

지 전이에 대한 진동전이 확률의 일반적 형태는

(12)

로 쓸 수 있다. 따라서 식 (11)에 의한 time evolution 연산에

의한 비조화진동자의 진동전이 확률식은

 (13)

로 나타낼 수 있다. 진동분자 C−B와 충돌 입자 A에 대한

C−B...A 형의 충돌계의 time evolution 연산 항에 g(t)는 다

음과 같이 나타낼 수 있다26.

(14)

 

여기서 μ와 E는 각각 충돌계의 환산질량과 충돌에너지이

고, a는 C−B...A 충돌계의 BC분자와 A 입자 사이의 상호

작용 퍼텐샬의 기울기를 나타내는 상수이다. 또한 (11)식

에 의한 time evolution 연산자를 사용한 조화진동자의 진

동전이 확률식은 다음과 같이 나타낼 수 있다.27

(15)

여기서 l은 v 또는 f보다 작은 값을 갖는다. 

계산 및 결과

진동자의 평형결합길이 xe로부터 진동자의 진동변위

q = x - xe 라고 하면, 비조화진동자의 포텐샬 에너지는 다

음과 같이 나타낼 수 있다.

(16)

여기서 m과 ω는 각각 비조화진동자의 환산질량과 각진

동수이고, k = -Deb
3이다. k는 진동자의 종류에 따라 그 값

의 크기가 결정되어야 하는 상수로서 비조화진동자에 대

한 Morse 포텐샬, U(x) = De{1-exp[-b(x-xe)]}
2을 급수 전개

하여 구하였다. Morse 포텐샬에서 De와 b는 각각 분자의

평형해리에너지와 포텐샬 상수 이다. 식 (1)으로부터 비

조화진동자의 진동전이확률식을 구하기 위한 진동자의

비조화진동 파동함수는 섭동이론을 사용하여 다음과 같

이 구할 수 있다.28

(17)

여기서 K = 이고 φi는 i 진동준위에서 조

화진동자의 진동파동함수 이다.

충돌 분자의 비조화진동 파동함수와 조화 Boson 연산

자의 교환관계로부터 유도된 식 (13)으로부터 Morse형 진

동자의 진동전이 확률식을 시험하기 위한 반응계로 H2(v=0)

+ He→H2(v=1) + He를 선택하였고, 두 입자는 선형 충돌을

하는 것으로 가정하였다. 충돌 입자들 사이의 상호작용

포텐샬은 V(z) = Dexp(-z/a)을 선택하였다. 여기서 z는 He

원자와 He원자와 가까운 수소분자의 H원자 사이의 거리

이고, D와 a는 각각 포텐샬 상수들이다. H2 분자의 질량중

심과 He 원자 사이의 거리를 R이라고 하면, 거리 z=R-γ(d+q)

가 된다. 여기서 수소분자의 질량비 γ = mH/(mH/+mH)=1/2

이고, d와 q는 각각 H2의 평형결합길이와 진동변위이다.

따라서 충돌입자 사이의 상호작용 포텐샬은 

(18)

과 같이 쓸 수 있다. 식 (18)에  항을 v→v+1 진

동전이를 나타내는 q의 일차 항까지 급수전개하면 다음 식

을 얻을 수 있다.

(19)

여기서 D' = 이다. 따라서 식 (19)으로부터 식

(4)의 섭동항 H'(t)에 나타나는 F'(t) = (D'γ/a)exp(-R/a)이 된다.

충돌 반응계에서 충돌시간 경과에 따른 충돌 입자들의

질량중심 간의 거리변화인 충돌궤적 R(t)에 대한 고전역

학적 해는 다음과 같은 식으로 잘 알려져 있다.5

(20)

여기서 E는 충돌에너지이고 μ는 충돌계의 환산질량이다.

현재의 충돌반응은 낮은 진동에너지 준위에서 높은 에너

지 준위로 진동에너지가 전이되는 흡열반응이다. 이러한

진동 전이에너지는 초기 충돌에너지로부터 공급받기 때

문에, 진동전이가 일어난 후에는 충돌에너지는 감소하게
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될 것이다. 따라서 충돌에너지는 충돌 전과 후의 에너지

차이의 균형을 고려하여 Es= [(E-Ev,i)
1/2+ (E-Ev, f)

1/2]2/4를

사용하였다. 여기서 Ev,i와 Ev, f는 각각 반응 초기에 낮은

진동준위와 진동전이가 일어난 후의 들뜬 진동준위를 나

타낸다. 실제 계산에서는 계산의 편의를 위하여 환산충돌

에너지 εr= E/ 를 사용하였다. 계산에 필요한 H2 분자

의 분광학적 자료들은 표준적으로 쓰이는 문헌자료들을

이용하였다.29 포텐샬 상수 a는 이러한 충돌모델의 계산에

가장 자주 쓰이는 값인 0.02 nm를 사용하였다.19

식 (13), (14) 및 식 (15)을 사용한 환산충돌에너지(εr)에

따른 조화진동에 대한 진동-병진(vibration-to-translation:

V-T) 에너지 전이확률(PHO)과 비조화진동에 대한 V-T 에

너지 전이확률(PA) 및 조화진동과 비조화진동에 대한 진

동전이확률의 비(PA/PHO)를 Table 1에 수록하였다. 여기서

비조화진동에 대한 V-T 에너지 전이 확률식 PA는 (13)식

에 나타나는 time evolution 연산에서 지수 항에 들어있는

g(t) 항을 8차 항까지 급수전개한 확률식으로부터 계산한

결과를 나타낸 것이다. 즉, 비조화진동에 대한 확률 PA는

Table 2에서 볼 수 있는 것처럼 각 충돌에너지에서 g(t)를

8차 항까지 급수전개 하였을 때 확률값의 변화가 나타나

지 않는 를 사용하였다. 

Table 1에서 알 수 있는 것처럼 조화진동 및 비조화진동

에 대한 진동 전이확률들은 충돌에너지의 증가에 따라

전이확률이 증가하다가 εr=8.00에서 최대값을 보인 후 감

소하는 동일한 경향을 보이고 있다. 하지만 충돌에너지의

증가에 따른 비조화진동의 전이확률의 증가 속도는 조화

진동의 전이확률의 증가 속도보다 훨씬 큰 값을 보이고

있다. 조화진동의 경우 εr이 5.00, 6.00 및 8.00에서 전이확

률은 각각 0.237, 0.335 및 0.337로 큰 차이를 보이지 않고

있지만 비조화 진동의 전이확률은 각각 0.253, 0.520 및

0.756으로 조화진동에 비해 충돌에너지 증가에 따라 큰

폭의 확률 증가를 보여 비조화진동과 조화진동 진동전이

확률의 비 PA/PHO는 1보다 큰 값들을 보이고 있다. 예를

들면 εr이 각각 2.06, 3.00, 4.00, 5.00, 6.00, 8.00 및 10.0일

때 PA/PHO는 각각 0.962, 0.996, 0.893, 1.068, 1.552, 2.243

및 0.974의 값을 보이고 있다. 즉, 낮은 충돌에너지에서는

비조화진동의 전이확률이 조화진동의 전이확률보다 다

소 작거나 비슷한 값을 보이지만 εr의 값이 5.00에서 비조

화진동의 전이확률과 조화진동의 전이확률의 비가 1보다

커지고, εr=8.00에서는 PA/PHO가 2.243으로 큰 차이를 보

이고 있다. 

현재의 충돌계에서 식 (15)에 의한 v = 0→1 전이에 대한

조화진동의 전이확률식은 PHO=g
2exp(-g2)이고, εr이 2.06,

3.00 및 4.00과 같은 낮은 충돌에너지에서 식 (14)에 의한

g(t) 값들은 각각 0.0281, 0.159 및 0.357 이다. 따라서 조화

진동 전이확률식에서 exp(-g2) 1이며, 이것은 낮은 충돌

에너지에서 PHO g2임으로 조화진동의 전이확률 PHO은

단지 g2에만 의존한다는 것을 알 수 있다. 한편 식 (15)에

의한 비조화 진동전이의 확률식에는 급수전개에 의한

g(t)의 n차 항마다 Boson 연산자 항에 대한 비조화 파동함

수의 매트릭스 항들이 존재한다. 예를 들면 g(t)의 1차 항

만을 포함하는 =|<1|0> + g(t)<1| |0>|2 만 보더

라도 g(t)와 매트릭스 항 <1| |0>이 존재하고, 이 매

트릭스 항 <1| |0>의 값은 0.9924이다.  안에 g(t)의

영차 항 <1|0> = 0 이므로, 비조화진동 확률 역시 PHO와 유사

하게 g2의 값을 보이게 된다. 또한 Table 2에서 볼 수

있는 것처럼 이러한 낮은 충돌에너지에서는 g(t)의 값들이

매우 작아서 g(t)를 3차 항까지 급수전개한  이내에서

비조화진동의 전이확률이 PA에 수렴하고 있다. 특히 환산

충돌에너지 εr=2.06에서는 조화진동과 비조화진동의 진

동전이 확률이 거의 동일한 값을 보이고 동시에 ~10-4으로

아주 작은 값을 보이는 이유는 환산충돌에너지가 v = 0→1

진동전이 에너지 차 ΔE(4158.53 cm-1)와 큰 차이가 없기

때문에 진동전이를 일으킬 만한 유효충돌이 일어날 확률

이 극히 작아지기 때문이다.

εr=5.00, 6.00 및 8.00에서와 같이 충돌에너지가 증가하

면 PA는 각각 0.253, 0.520 및 0.756로 크게 증가한다. 이것은

충돌에너지가 증가함에 따라 g(t)의 값이 커지게 되어 비

조화진동에 전이 확률식(PA) 내에 g(t)의 값과 연

산자항을 포함하는 매트릭스의 고차 항들의 영향력이 커

지기 때문이다. 예를 들면 εr=5.00에서는 g(t)의 값은 0.574

이고, 따라서 비조화진동 전이확률이 에서야 PA에 수

렴하고 있다. g(t)가 0.792 및 0.799의 큰 값을 갖는 εr=6.00

및 8.00인 경우는 8차 항인 에서야 전이확률의 값들이

일정한 값을 보이고 있다. 이러한 현상은 (13) 식으로부터

얻어지는 다음과 같은 비조화진동자에 대한 v = 0→1 전

이 확률식으로 설명할 수 있다.

hω

PA

8( )

~–

~–

PA

1( ) α̂+ β̂-
+( )

α̂+ β̂-
+( )

α̂+ β̂-
+( ) PA

1( )

PA

1( ) ~–

PA

3( )

α̂+ β̂-
+( )

PA

6( )

PA

8( )

Table 1. Vibrational transition probabilities of H2 (v=0)+He→ H2

(v=1)+He for the harmonic oscillator (PHO) and anharmonic oscil-
lator (PA) and the transition probability ratios (PA/PHO) with the
reduced collision energy (εr)

εr
a PHO PA PA/PHO

 2.06 7.86(-4)b 7.56(-4) 0.962

 3.00 2.47(-2) 2.46(-2) 0.996

 4.00 0.112 0.100 0.820

 5.00 0.237 0.253 1.068

 6.00 0.335 0.520 1.552

 8.00 0.337 0.756 2.243

 10.0 0.195 0.190 0.974 

a
εr= E/ ω.
bParentheses include power of ten.

h
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(21)

여기서 비조화성 파동함수 ψ1(t)와 φ0(t)는 식 (17)으로부

터 구하였다. 식 (21) 안에 들어있는 의 매트릭스

항들은 <1|0> = 0, <1| |0> = 0.9924, <1| 2|0>/

2! = -0.4407, ..., <1| 7|0>/7! = 0.0262 및 <1| 8

|0>/8! = -4.59×10-3 등의 값을 갖는다. 따라서 충돌에너지가

작은 경우는 g(t)가 작은 값을 가지고 있어 g(t)의 3차 항

이상은 전체 전이확률 PA에 거의 영향을 주지 못하지만,

g(t)의 값이 커지는 높은 충돌에너지에서는 고차 매트리

스 항들이 전체 비조화진동 전이확률 값의 증가에 큰 영

향을 미치게 된다. 환산충돌에너지가 10.0을 넘어서면

g(t) 안에 들어있는 csch  항 때문에 g(t)의 값은

감소하게 된다. εr=10.0에서 g(t)=0.501의 값을 가지게 되어

매트릭스 항의 영향도 줄어들어 에서 PA에 수렴하는

동시에 전체 전이확률도 0.190으로 감소하게 된다. 

H2 + He 충돌계에 대한 비조화연산자를 사용한 우리의

이전 연구19와 Clark과 Dickinson30의 정확한 양자역학적

계산에서 εr=2.06일 때, 두 계산 방법 모두에서 PA/PHO는

0.34로 동일한 값을 보였다. 현재의 계산에서 동일한 충돌

에너지일 때 PA/PHO는 약 0.96으로 우리의 이전 연구나

Clark과 Dickinson의 결과와 차이를 보이는 이유는 현재의

비조화진동의 확률식의 계산에서 time evolution 연산 과

정이 g(t) 함수를 단 한 가지 함수로 근사하였기 때문이다.

즉, εr=2.06 이하의 작은 충돌에너지에서 근사적 time

evolution 연산자을 사용함으로서 비조화진동 파동함수의

전이확률에 조화진동보다 작아지는 효과를 충분히 반영

하지 못했기 때문인 것으로 생각된다. 
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